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  25/07/98تاريخ پذيرش:   06/07/98تاريخ دريافت: 

  چكيده
بـا اسـتفاده   ، در رودخانـه  محدود ةدر دامن واكنش -پراكندگي -جاييجابه ةمعادل يدوبعدين تحقيق حل تحليلي صورت ادر 
بـا   ه همـراه تـابع غلظـت ورودي   ب ـ ،تبديل انتگرالي تعميم يافته استخراج شده است. شرط مـرزي بالادسـت ديريشـلت    روشاز

همچنين شـرط اوليـه نيـز    نيومن در نظر گرفته شد.  رودخانهدست و سواحل  شرط مرزي پايين، الگوي زماني نامنظم و دلخواه
بـا حـل    از حـل پيشـنهادي   حاصـله  ارزيابي حل اسـتخراج شـده، نتـايج    منظوربه تابع مكاني كلي در دامنه لحاظ شد. صورتبه

آلاينده كه براي حالتي  كه در دو مثال فرضي مجزا بيترتنيابه با استفاده از روش تابع گرين مقايسه شد. آمدهدستبهتحليلي 
تخليه ناگهاني جرم مشخصي از يك مـاده آلاينـده در يـك نقطـه معـين در دامنـه        صورتبهورودي از مرز صفر و شرط اوليه 

شرط اوليه و شرط مرزي با الگوي زماني نامنظم و دلخواه در دامنه فعال باشـند، مقايسـه انجـام     زمانهم نيز در حالتي كه ؛باشد
بستگي برابر با يك و ميـانگين خطـاي نسـبي حـدود      آماري ضريب همد. مقدار شاخصشآماري محاسبه  يهاشاخص وشده 

انطباق كامل نتايج حاصل از هر دو حل تحليلـي بـا يكـديگر     بيانگرمحاسبه شده  يهاشاخصر ديامقدرصد به دست آمد.  1/0
قابليـت بـالايي    توابع گوناگون به عنوان شرط مرزي و اوليـه، پذيري بالادر اتخاذ  حل تحليلي پيشنهادي به دليل انعطاف .است
  دارد.را  يدوبعد هايحالتعددي پيچيده معادله انتقال آلودگي در  يهاحلسنجي كاربرد در صحت منظوربه

تبديل انتگرالي تعميم يافتـه  روش، محدود ةدامن الگوي زماني نامنظم،شرط مرزي با ، انتقال آلودگي ةمعادل :كليديهاي واژه

  مقدمه. 1
ــي از     ــطحي و زيرزمين ــده س ــابع آلاين ــودگي در من ــار آل انتش

بـا  است.  زيستمحيطمسائل و مشكلات موجود در  نيترمهم
آب  تـأمين تـرين منـابع   به اينكه رودخانـه يكـي از مهـم    توجه

شرب جوامع بشري، آب لازم در بخش كشـاورزي و صـنعت   

حـاكم   ةمعادل ر گيرد.اقر موردتوجهباشد، لازم است بيشتر مي
ــودگي در   ــال آل ــر انتق ــهب ــارودخان ــه ــه ة، معادل ــاييجاب -ج

. ايــن معادلــه يكــي از اســت )ADRE(1واكــنش-پراكنــدگي
 يـب از ترك ديفرانسـيل جزئـي بـوده كـه     يهـا معادله نيترمهم

بــه دســت آمــده و    يــك اول ف و قــانون يوســتگي معادلــه پ
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كاربردهاي وسيعي در علوم آب، علوم جـو، انتقـال حـرارت،    
، مهندســي مكانيــك، علــوم خــاك و زيســتمحــيطمهندســي 

تحليلـي يـا    حـل راه. بنـابراين  ]1[ داردمهندسي شيمي و نفـت  
 ةتوضـيح نحـوه توزيـع غلظـت مـاد      بـراي تواند عددي آن مي

محيط باز مانند هوا، رودخانـه  و رفتار آن در يك  كنندهآلوده
 ةواقع شود. بـه پاسـخي از يـك معادل ـ    مؤثرو محيط متخلخل 

مطلوب از دقـت، در   ةآن را با هر درج توانيمديفرانسيل كه 
هر مكان و زمان دلخواه، بدون تغيير در سـاختار پاسـخ تعيـين    

تحليلــي  هــايمــدل. ]2[ شــوديمــكــرد، حــل تحليلــي گفتــه  
انتقال امـلاح در   ةنحوبررسي  رايبارزشمندي ابزارهاي بسيار 

امــا بــه دليــل  ؛محــيط متخلخــل يــا جريانــات ســطحي هســتند 
ــك سيســتم در طبيعــت و ورود       ــدگي رفتــار واقعــي ي پيچي

دخيل هستند، ارائـه   مسئلهپارامترهاي بسيار زيادي كه در حل 
و در مـواردي  بوده تحليلي بسيار پيچيده و دشوار  حلراهيك 
  .دشويم رممكنيغحتي 

ــورت ــامع ص ــودگي  ةدل ــال آل ــا  انتق ــي ــه ةمعادل ــايي جاب -ج
بـا ضـرايب متغيـر و     يدوبعـد در حالـت   واكنش -پراكندگي

ــدگار و غيريكنواخــت كــه در معــرض   ــراي حالــت غيــر مان ب
قرار دارد، بـدون   و واكنش پراكندگي ،جايي جابه يهادهيپد

  :]3[ عبارت است از ياكنندههيچ فرض ساده 
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 انتقال جـرم در  ةمعادل يبعدسه شكلگيري از ميانگين 1 ةبطار
ــ ؛ بنــابرايناســت عمــق بــه دســت آمــدهامتــداد   ةبــه آن معادل
بـه   yو  x بـالا  ةگويند. در رابطعمقي مي ةگيري شدمتوسط

 tدلخـواه از دامنـه،    ةترتيب مختصات طولي و عرضي هر نقط
سـرعت   x ،vسـرعت جريـان در جهـت     uعمق،  hزمان، 

، yجريان در جهـت  
x
D     ضـريب پراكنـدگي در جهـتx ،

y
D    ــت ــدگي در جه ــريب پراكن ــنش  k و yض ــريب واك  ض
ــابع توزيــع غلظــت در جهــات طــول و عــرض   c=c(x,y,t)و ت

انتقـال يـك آلاينـده در     ةسازي مستقيم پديـد  در مدل هستند.
رودخانه، هدف محاسبه توزيع مكاني و زماني غلظت آلاينـده  
در رودخانــه بــا توجــه بــه معلــوم بــودن مكــان و شــدت منــابع 

سازي مستقيم انتقال يك آلاينـده در   براي مدلآلاينده است. 
ديفرانســيلي جريـان و انتقــال حــل   يهــامعادلـه  بايــدرودخانـه  

 ةمـاد توزيـع  كـه   شـود بعـدي فـرض مـي   در حالت يك شوند.
اسـت و تغييـرات غلظـت تنهـا در      يكنواخت مقطع آلاينده در

شرايطي مثل عـريض   درافتد. اين فرض جهت طولي اتفاق مي
 مقايسه در آلاينده منبع ودخانه و ناچيز بودن دبيبودن مقطع ر

در چنـين   بنـابراين ؛ رودخانه، ممكن است صادق نباشد با دبي
تر از رفتار و نحوه انتقال ماده ين دقيقتخم منظوربه هاييحالت

 كارآمـدتري هسـتند.   يهـا مـدل  دوبعـدي  يهـا مـدل آلاينده، 
هاي طبيعي مقياس عمق خاص در رودخانه طوربه ،براينعلاوه

 نظـر صـرف در قياس با ميـزان عـرض رودخانـه نـاچيز و قابـل      
بنابراين اخـتلاط كامـل در راسـتاي عمـق بسـيار      ؛ كردن است

اسـاس  گيـرد و بـراين  زودتر از اخـتلاط عرضـي صـورت مـي    
گيري شـده در عمـق را بـراي    ميانگين دوبعديتوان معادله مي

كـار  هـايي بـه   در چنـين محـيط   شـده حـل بررسي انتقـال مـاده   
 ةن ـيدرزم شدهانجامقيقات مروري بر تح. شرط اوليه ]4[ گرفت
نشــان  دوبعــديدر حالــت  ADREتحليلــي معادلــه  يهــاحــل

بـه   در محيط متخلخـل و  شدهانجامكه اكثر تحقيقات  دهديم
ــا ورودي   ــهازاي شــرط مــرزي ب ــاني   صــورتب ــابع زم يــك ت

بـاتو   يا سينوسـي) بـوده اسـت.    ياپلهمشخص (پيوسته، نمايي، 
در دامنه  دوبعديحل تحليلي معادله انتقال آلودگي در حالت 

محدود در محيط متخلخل به ازاي شرط مـرزي نـوع سـوم بـا     
الگوهاي زماني دلخواه با استفاده از تركيب تبـديل لاپـلاس و   

به دست آورد. منبع آلاينده ورودي از شـرط مـرزي   را فوريه 
نظر گرفته شـد و   ورودي با الگوي زماني بارگذاري نمايي در

براي دو حالت خاص پاسخ معادلـه اسـتخراج شـده و بـا حـل      
آلاينـده ورودي از مـرز    منبـع عددي قياس شد. در حالت اول 

مكـاني متفـاوت در عـرض     يهـا بـازه يكنواخت در  صورتبه
ــعلحــاظ شــد و در حالــت دوم   ــا شــكل   منب ــرز ب ورودي از م

معادلـه   ،ماژومـدر و ژيـا  . ]5[ هندسي مثلثي در نظر گرفته شـد 
باز با  آلودگي را براي جريان در يك رودخانهانتقال  دوبعدي

 ورودي ازلحاظ منبع آلاينده  توزيع سرعت غيريكنواخت و با
  2با استفاده از روش گشـتاور  با دو الگوي زماني متفاوت، مرز

ناگهـاني خطـي    منبعحل كردند. در اين تحقيق در حالت اول 
. ]6[ نوساني در نظر گرفته شد منبعيكنواخت و در حالت دوم 
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 هـاي حالـت را در  ADREحل تحليلي معادلـه   ،و همكارانيه 
بـا ضـرايب ثابـت در محـيط متخلخـل بـا        يبعدسهيك، دو و 

شـرط   هـا آناسـتخراج كردنـد.    3استفاده از روش تـابع گـرين  
مرزي در بالادست را از نوع يك، دو و سه و شرط مـرزي در  

و حـل را بـه   نـد  را از نوع يـك و دو در نظـر گرفت   دستنييپا
ازاي توابــع زمــاني ورودي از مــرز بالادســت بــا الگوهــاي      

حــل  ،باشــا .]7[ بــه دســت آوردنـد  ياپلـه ناگهـاني، پيوســته و  
انتقـال آلـودگي را در    ةمعادل ـ يبعدسهتحليلي فرم يك، دو و 

نامحـدود در   ةيك رودخانه بـا سـطح مقطـع منشـوري و دامن ـ    
بـا   آنمحـدود در امتـداد عـرض و عمـق      ةامتداد طول و دامن ـ

و متغيـر   yو  x هـاي جهتفرض ثابت بودن ضرايب پخش در 
بودن سرعت در جهت جريان با استفاده از تركيب روش تـابع  

دســت آوردنــد. در ايــن تحقيــق  گــرين و روش تصــويري بــه
 تـواني تابع مكاني در امتداد عرض با الگوي  صورتبهسرعت 

  . ]8[شد در نظر گرفته 

منظـور اسـتخراج حـل     از روش تابع گرين به ،راناليج و همك
ــ ــودگي انتقــال ةتحليلــي معادل يــك، دو و  يهــاحالــتدر  آل

تحقيق با فرض ماندگار  نيدر ا هاآناستفاده نمودند.  يبعدسه
و يكنواخت بودن جريان در محيط متخلخل، ضـخامت سـفره   

و محـدود   نيمه محـدود نامحدود،  صورتبه(راستاي عمق) را 
طـولي و عرضـي را نامحـدود فـرض كردنـد. در       يهاجهتو 

نامحدود،  يهادامنهادامه با ارائه جدولي شامل توابع گرين در 
ط مــرزي متفــاوت يــك و محــدود بــراي شــراي نيمــه محــدود

انتگرالـي كلـي بـراي     ةيـك رابط ـ  صـورت بـه چارچوب كلي 
 ارائـه دادنـد.   آلـودگي  انتقال ةفرموله كردن حل تحليلي معادل

ورود يـك غلظـت ثابـت     صـورت بـه شرط مـرزي   تأثير هاآن
آلاينـده را بـراي سـه     ةمـاد  ةنسبت به زمان ناشي از يك صفح

 ــ   ــوم در جه ــوع اول، دوم و س ــرزي ن ــرط م ــوع ش ــق ن ت عم
پـارك   .]9[ تعيين كردنـد  يبعدسه(ضخامت سفره) در حالت 

ــ حــل ،و ژان انتشــار بــه ازاي آلــودگي  انتقــال ةتحليلــي معادل
در يك سفره آب خارجي مكعبي  ةغلظت از يك منبع آلايند

با استفاده از روش تابع گـرين  زيرزميني با ضخامت محدود را 
توزيع زماني و مكاني غلظت ناشي از يك  هاآن. تعيين كردند
و پيوسـته   ياضـربه مكعبي شكل با الگوي زماني  ةمنبع آلايند

 .]10[ آوردنـد  بـه دسـت  را  بعديسهيك، دو و  يهاحالتدر 
 دوبعديو  يبعدكيحل تحليلي فرم  ،مشهدگرمه و همكاران

بـا   ياهنقط ـمعادله انتقال آلـودگي را بـا لحـاظ منـابع آلاينـده      
دلخــواه و نــامنظم بــا  صــورتبــهالگوهــاي زمــاني بارگــذاري 

 .]11[ استخراج كردند رودخانهاستفاده از روش تابع گرين در 
جايي پراكنـدگي را  جابه ةفرم دو معادل ،ديباروس و همكاران

ــهدر  ــا اســتفاده از   رودخان ــدگار ب ــديل  وشردر حالــت مان تب
ــه  ــيم يافت ــي تعم ــد.   )GITT(4انتگرال ــاآنحــل كردن ــل  ه عام

 xجـايي را در جهـات   و عامل جابـه  yرا در جهت پراكندگي 
در نظر گرفتند. همچنين شرط مـرزي بالادسـت را از نـوع     yو

غلظت ثابـت در محـدوده مشخصـي     صورتبهيك با ورودي 
را از نـوع   هـا قسـمت از محور عرضي و شرط مرزي در سـاير  

يـك   ،كاسـول و همكـاران  . ]12[ گراديان صفر لحاظ كردنـد 
غيرمانـدگار انتشـار آلـودگي     دوبعدي مسئلهحل تحليلي براي 

ــي از دو روش   ــتفاده از تركيب ــا اس ــديل  GITTدر جــو، ب و تب
در اين تحقيق شرط مرزي بالادست  هاآنارائه دادند.  لاپلاس

يـك منبـع    صـورت بـه را ديريشلت و غلظت ورودي به جو را 
ي از مرز در دوپيوسته با زمان ور يبارگذاربا  يانقطهآلاينده 

معادلـه   دوبعـدي حل تحليلي فرم  و همكارانچن نظر گرفتند. 
را با اسـتفاده از   يااستوانهودگي در سيستم مختصات انتقال آل

به دست آوردند.   GITTروشتركيب تبديل هنكل محدود و 
شرط مرزي بالادست از نوع اول و سـوم در نظـر گرفتـه شـد.     

بـر نتـايج    دسـت نييپاشرط مرزي  تأثيربررسي ميزان  منظوربه
در دامنـه محـدود بـا حـل      شـده اسـتخراج غلظت، حل تحليلي 

  . ]13[ تحليلي متناظر در دامنه نيمه محدود مقايسه شد

 ةفرم مانـدگار و غيـر مانـدگار معادل ـ    ،ختن و همكاراناون گن
امنـه نيمـه   بعـدي در د  3و  2، 1 يهـا حالتانتقال آلودگي در 
را با استفاده از تبديل لاپـلاس حـل كردنـد.     محدود و محدود

ــاآن ــت را     ه ــرز بالادس ــده ورودي از م ــاني آلاين ــوي زم الگ
در نظـر گرفتنـد و    ياضـربه و  ياپلهپيوسته، نمايي،  صورتبه

ارائـه   3DADEافـزار بـه نـام     نتايج نهايي را در قالب يك نـرم 
 يهـا ليتبـد با استفاده از تركيب  ،چن و همكاران .]14[ دادند

تبـديل انتگرالـي    روش بـا انتگرالي كسينوسي فوريه، لاپـلاس  
معادله انتقال آلـودگي را   دوبعديتعميم يافته حل تحليلي فرم 

در دامنه محدود به ازاي شرط مرزي نوع سه در بالادسـت در  
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حـل   ،و همكـاران  كـول  .]15[ محيط متخلخـل تعيـين كردنـد   
بـا ضـرايب    ADREو مانـدگار معادلـه    دوبعـدي تحليلي فـرم  

به ازاي شـرط مـرزي ديريشـلت     نيمه محدود ةثابت را در دامن
با استفاده از روش  پيوسته با زماندر بالادست با الگوي زماني 

 .]16[ گيـري مسـتقيم بـه دسـت آوردنـد     تغيير متغير و انتگـرال 
بعــدي معادلــه  3و  2، 1حــل تحليلــي فــرم  ،داس و همكــاران

انتقال آلودگي در دامنه نيمه محدود را بـه ازاي شـرط مـرزي    
ديريشلت در بالادست با استفاده از تبـديل لاپـلاس بـه دسـت     

شـرط مـرزي ورودي را از نـوع نمـايي در نظـر       هاآنآوردند. 
 عـددي مقايسـه كردنـد    يهـا حـل گرفته و نتايج حاصـله را بـا   

انتقـال   ةمعادل ـ دوبعـدي حل تحليلي فرم  ،ياداو و كومار .]17[
در دامنـه نيمـه محـدود در محـيط      را آلودگي با ضرايب متغير

 هـا آنمتخلخل با استفاده از تبديل لاپلاس به دسـت آوردنـد.   
شــرط مــرزي را از نــوع ســوم لحــاظ كــرده و الگــوي زمــاني  

 در نظر گرفتند ياپلهآلاينده ورودي از شرط مرزي را از نوع 
]18[.  

 ADRE تحليلـي معادلـه   حلراهز اين تحقيق استخراج اهدف 
به ازاي آلاينـده ورودي از   ضرايب ثابت با يدوبعددر حالت 

و شـرط اوليـه در حالـت    شرط مرزي با الگوي زماني دلخـواه  
ــي  ــدود  كل ــه مح ــتفاده از روش  در دامن ــا اس ــت GITTب . اس

 شـده ارائـه  يهـا حـل  اين نكته ضروري است كه راهيادآوري 
بـه  اغلـب  محـدود،   ةدر دامن ـ خصوص به ADRE ةبراي معادل

، ياپلـه ازاي شرايط مـرزي بـا الگوهـاي زمـاني سـاده اعـم از       
اسـتخراج حـل تحليلـي بـراي      بنـابراين ؛ اسـت پيوسته و نمايي 

 بـه ازاي  دوبعـدي در حالـت   محـدود ة در دامن ADRE ةمعادل
اقـدام   ،و شرط اوليه كلـي  دلخواه الگوي زماني شرط مرزي با

  .ديآيم حساببهو كاربردي  باارزش

 هاو روش دامو. 2

 افتـه يميتعم ـين بخش ابتدا به معرفي روش تبديل انتگرالي ادر 
(GITT)  ــيوو خصوصــيات و ــايژگ ــن روش  يه ــلاي  در ح
. سـپس  شـود يمديفرانسيل جزئي ناهمگن پرداخته  يهامعادله

 دوبعـدي براي حـل فـرم    ادشدهي روشسازي شرح كامل پياده
  .شوديمانتقال آلودگي بر يك دامنه مستطيلي ارائه  ةمعادل

  (GITT) افتهيميتعمنتگرالي اتبديل  روش. 1-2
روشي معروف براي  (CITT)نتگرالي كلاسيك اروش تبديل 

خطي و مسائل  پخشيدگيحل تحليلي گروه خاصي از مسائل 
مقدار مرزي خطي، بر مبنـاي بسـط دادن تـابع پتانسـيل اصـلي      

عبـارت  مقدار ويژه است و قابليت كاربرد براي  مسئلهمبتني بر 
در  .]19[ را نـدارد  يچندبعـد دلخواه و مسـائل غيرخطـي    منبع

 يهـا حـل تكيه بر مفهوم  و هاروشاخير با ارتقاي اين  ةسه ده
عددي)، روش جديدي به نام روش تبديل  -(تحليلي يهيبريد

به وجود آمد كه اسـتخراج حـل    (GITT) افتهيميتعمانتگرالي 
 حـل رقابـل يغوسـيعي از مسـائل    ةتحليلي تقريبي براي محدود

موجود در روش تبديل انتگرالـي   يهاتيمحدودده و شميسر 
ايـن روش آن   يهاتيمزاز  .]21 -20[كلاسيك برطرف شد 

امكـان كنتـرل خطـا را بـراي كـاربر فـراهم آورده و        است كه
عملكرد محاسباتي بسيار خوبي در حل بسـياري از   حالنيدرع

و  ديفرانسيل جزئي با شرايط اوليـه و مـرزي متنـوع    يهامعادله
نيمـه محـدود و    يهـا دامنهدر و ضرايب ثابت و متغير  ناهمگن

. علاوه بر ايـن نتـايج حاصـل از    دهديماز خود نشان محدود، 
ــرا  GITTروش  ــوانيم ــه ت ــوانب ــد در جهــت   عن ــزاري مفي اب

عـددي بـه    يهـا مـدل ارزيابي صحت و دقت نتايج حاصـل از  
بــر اســتفاده از توابــع ويــژه  GITTفــت. اســاس روش كــار گر

استوار اسـت و بـراي حـل يـك معادلـه ديفرانسـيل جزئـي بـا         
  :]22 -21[ شوديماستفاده از اين روش مراحل زير دنبال 

لادست با استفاده از روش تابع اهمگن كردن شرط مرزي ب .1
  ؛فيلتر

محاسـبه  دير ويـژه كمكـي، حـل آن و    امق مسئلهطرح يك  .2
  مقادير ويژه و توابع ويژه؛

مستقيم و معكوس با استفاده از مفهـوم   يهاليتبدخراج ستا .3
  ؛افتهيميتعمسري فوريه 

مستقيم و معكـوس بـر معادلـه ديفرانسـيل      يهاليتبدعمال ا .4
گيـري از خاصـيت تعامـد    از مرحله اول و بهره آمدهدستبه

  ؛توابع 5توابع ويژه و نرم
  ؛نهايي و حل آن ODEه اتشكيل دستگ .5
  .اصلي با استفاده از تبديل معكوس مسئلهسخ اتعيين پ .6
ــدا ــين  GITTاصــلي روش  ةي ــومقــدار  مســئلهبعــد از تعي  ژهي

كمكي مناسب، تبديل معادله ديفرانسيل جزئي اصلي بـه يـك   
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ديفرانسيل معمولي است كه حل  يهامعادلهسيستم نامتناهي از 
نسبت به حل معادله ديفرانسيل ناهمگن اوليه بـا سـهولت    هاآن

در  ادشدهي در بخش بعد مراحل. ]22-20[همراه است بيشتري
بيـان خواهـد    ليتفص ـبـه انتقال آلـودگي   دوبعديمورد معادله 

  شد.

پراكنـدگي در دامنـه   -ييجا جابه دوبعديدله احل مع .2-2
 GITTمستطيلي با استفاده از روش 

 بيو ضـر (سـرعت   دله انتقـال آلـودگي بـا ضـرايب ثابـت     امع
كـه   دوبعـدي در دامنـه   پراكندگي در جهات طولي و عرضي)

به همراه شـكل شـماتيك از   است،  استخراجقابل )1( از معادله
  عبارت است از: دامنه حل

 ADRE: دامنه حل فرم دوبعدي معادله 1شكل 

  
  

)2(  
2 2

2 2x y

c c c c c
u v D D kc

t x y x y

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
= - - + + -

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
   

 
در نظـر  Wعـرض   و Lمحـدود بـه طـول     ةين تحقيق دامن ـادر 

گرفته شده و حل تحليلي معادلـه انتقـال آلـودگي بـا ضـرايب      
ثابــت بــه ازاي شــرط مــرزي ديريشــلت در بالادســت و شــرط 

اسـتخراج   هاكرانهو  دستنيومن با مقدار صفر در پايينمرزي 
يكـــي از  اتخاذشـــدهشـــده اســـت. تركيـــب شـــرط مـــرزي  

. اسـت پركاربردترين تركيبات شرط مرزي در مجـاري روبـاز   
 )2( شرط اوليه و شرايط مرزي در نظر گرفته شده براي معادله

  :از اندعبارت
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تـابع دلخـواه از    صـورت بـه ، شرط اوليـه  )3( توجه به معادله اب
)مكان )( , )f x y    تـابع   صـورت بـه و شرط مـرزي در بالادسـت

) دلخواهي از زمان )( )g t مه مراحـل حـل معادلـه    ادر اد. است
ADRE  با استفاده از روشGITT  تشـريح خواهـد    ليتفص ـبـه

 شد.

  بع فيلترامعرفي و تعيين ت .1-2-2
شـرايط مـرزي بايسـتي همگـن     ، GITTاستفاده از روش ي ابر

) 3(رابطـه  بالادسـت   مرزي طشر يسازهمگن منظوربه باشند.
حــل نهــايي از تــابع فيلتــر اســتفاده  و تســريع در همگرايــي راه

 عنـوان بـه  مناسب بنابراين اولين گام انتخاب يك تابع .شوديم
 Fتـابع فيلتـر    .اسـت سازي شرايط مرزي همگن برايتابع فيلتر 

  :]21[ بايستي در رابطه زير صدق كند

)4( ( , , ) ( , , ) ( , ; )c x y t U x y t F x y t= +  
ــه در آن  )ك , , )U x y t ــ )بع كمكــي وات , ; )F x y t   ــر ــابع فيلت ت

ورودي از  برابـر بـا تـابع    قـاً يدقتابع فيلتـر  است. در اين تحقيق 
  .شرط مرزي در نظر گرفته شده است

  :براينابن

)5( ( )F g t=

 ،)2(در رابطـه )4(از رابطـه  cتـابع   يگـذار يجابـا   بي ـترتنيابه
  از: بود دعبارت خواهمعادله اصلي 
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بـه علـت    جادشـده ياعبـارت منبـع جديـد     s، )6( بطهاكه در ر
همچنين شـرط اوليـه و شـرايط مـرزي     . استحضور تابع فيلتر 

  از: اندعبارتهمگن مربوط به معادله جديد حاصله 
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بـا ضـرايب    ADREتعيـين پاسـخ معادلـه     منظوربه بيترتنيابه
ريـق حـل معادلـه    طرا از  Uتـابع كمكـي    د) باي ـ2(رابطه ثابت 

شـرط اوليـه و شـرايط     بـا  )6(رابطـه   ديفرانسيل جزئـي جديـد  
سـپس حاصـل را    ؛تعيين كرده )7(رابطه  مرزي همگن حاصله
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حل معادله ديفرانسـيل مربـوط بـه     برايبا تابع فيلتر جمع كرد. 
ــابع كمكــي ــاســتفاده  GITT، از روش )6(رابطــه  ت . شــوديم

بـر مبنـاي    GITTشـد اسـاس روش    گفتـه  قـبلاً طور كـه  همان
گـام بعـدي    بنـابراين ؛ مقدار ويژه اسـتوار اسـت   مسئلهانتخاب 

مقدار ويژه مشخص و تعيـين مقـادير ويـژه،     مسئلهمعرفي يك 
  است. هاآنتوابع ويژه و نرم 

  ر ويژهامقد مسئلهمعرفي و تعيين  .2-2-2
حل معادله انتقال آلودگي با اسـتفاده از روش   برايم بعدي اگ

GITT  مقدار ويژه مناسب است كـه بـا حـل آن    مسئلهمعرفي، 
مقادير ويژه و توابع ويژه مناسب استخراج شده و بر اساس آن 

تعريـف   GITTمستقيم و معكوس مربوط به روش  يهاليتبد
مقدار ويـژه بايسـتي    مسئلهاست كه  يادآوري. لازم به شوديم

و رفتار متغيرهـاي   موردمطالعهاطلاعاتي در مورد محيط شامل 
بايد بـر اسـاس اپراتورهـاي     همچنيناصلي باشد.  مسئلهمكاني 

خودالحاقي نوشته شود تا مجموعـه توابـع ويـژه حاصـله از آن     
 همسـئل . بـر ايـن اسـاس    ]23-21[ يك مجموعـه متعامـد باشـد   

شـرايط مـرزي    بـا  )6(مقدار ويژه انتخـابي متناسـب بـا معادلـه     
    عبارت است از:همگن، 
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، )8(بطهاكه در ر
,
( , )

m n
x yW   تـابع ويـژه و

,m n
m    مقـدار ويـژه

) بـا اسـتفاده از روش   8(رابطـه  مقـدار ويـژه    مسـئله حل . است
توابع ويژه عبارت  بنابراين؛ پذير استجداسازي متغيرها امكان

  خواهند بود از:

)9(  
,

2 1 1
(x, y) sin cos

2

1,...,

1,...,

m n

m n
x y

L W

m M

n N

p p
æ ö æ ö- -÷ ÷ç ç÷ ÷W = ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

ìï =ïïíï =ïïî

  

  از: اندعبارتترتيب بع ويژه و تابع ويژه نرمال شده نيز بهانرم ت
,

, ,

,

,

(x, y)
, (x, y)

4

2 2 1 1
(x, y) sin cos

2

m n

m n m n

m n

m n

LW
N

N

m n
x y

L WLW
p p

W
= W =

æ ö æ ö- -÷ ÷ç ç÷ ÷W = ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø





  

)10(   
، )10(بطــهاكــه در ر

,m n
N نــرم تــابع ويــژه و

,
(x, y)

m n
W  فــرم

  نرمال شده تابع ويژه است.

و  GITT معرفي تبديل مستقيم و معكوس در روش .3-2-2
  ستخراج حل تحليليا
، GITTاستخراج حل بـا اسـتفاده از روش    منظوربهم بعدي اگ

مسـتقيم و معكـوس بـر اسـاس تـابع ويـژه و        يهاليتبدمعرفي 
بـا توجـه بـه فـرم نرمـال       پس. است )6(در معادله  هاآناعمال 

)، تبديل مستقيم و معكوس انتگرالـي  10شده تابع ويژه (رابطه 
و  )11(بـه ترتيـب مطـابق رابطـه      GITTدر روش  شدهفيتعر

  :]22[ از اندعبارت )12(

)11(  , ,

0 0

( ) (x, y, t) ( , )
W L

m n m n
U t U x y dxdy= Wò ò   

)12(  , ,
1 1

( , , ) ( ) ( , )m n m n
m n

U x y t U t x y
¥ ¥

= =

= Wåå 

) يگذاريجا اب , , )U x y t  و ضرب  )6(در معادله  )12(از رابطه
ــه ازاي يـــك   ــله بـ ــه حاصـ ــرفين معادلـ مشـــخص در   jو  iطـ

,

0 0

(.) ( , )
W L

i j
x y dxdyWò ò   نهايــت بــا اســتفاده از قــوانين درو

بـه دسـت    )13(، رابطـه  6مشتق، انتگرال و سـيگما  تأخرتقدم و 
  خواهد آمد:

, , ,
1 1 0 0

, , ,
1 1 0 0

, , ,
1 1 0 0

2

, , ,2
1 1

( ) ( , ) ( , )
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m n m n i j
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W L

m n m n i j
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W L
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m nx m n i
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U t x y x y dxdy
t

u U t x y x y dxdy
x

v U t x y x y dxdy
y

D U t x y
x

¥ ¥
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¶
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¶
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توابـع   يهـا يژگ ـيو نيتـر مهمشد يكي از  گفتهطور كه ناهم
بحث متعامد بـودن  مقدار ويژه موردنظر،  مسئلهويژه حاصله از 

  است يعني:

)14(
, ,

,0 0

0, , ,
( , ) ( , )

, , ,

W L

m n i j
m n

m n i j
x y x y dxdy

N m n i j

ìï ¹ïïW W =íï =ïïî
ò ò 

انجـام عمليـات جبــري و   انتگـرال،   دربـاز كـردن مشــتقات    اب ـ
صـورت   بـه  را )13(رابطـه   تـوان يماستفاده از خاصيت تعامد 

  نوشت:)15(رابطه

, ,

1 1

0 0

,

1 1

4 2 1
( ) ( )

2

2 1 1 2 1 1
. cos( )cos( ) sin( )cos( )

2 2

4 1
( )

2 1 1 2 1
. sin( )sin( )sin(

2 2

m n m n

m n

W L

m n

m n

u m
U t U t
t LW L

m n i j
x y x y dxdy

L W L W

v n
U t

LW W

m n i
x y x

L W L

p

p p p p

p

p p p

¥ ¥

= =
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1
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( 1)2 1
( ) ( ) ( )

2

( )2 2 1 1
( ) sin( )cos( )

2

W L

m n m n m nx y

W L

j
y dxdy

W

ji
D U t D U t kU t

L W

dg t i j
kg t x y dxdy

dt L WLW

p
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p

p p
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)15(  

) به يك 6معادله ديفرانسيل جزئي ناهمگن (رابطه  بيترتنيابه
ديفرانسيل معمولي تبديل خواهـد شـد كـه     يهامعادلهدستگاه 
ة بـالا  سـازي رابط ـ اسـت. بـا مرتـب    تـر سـاده  مراتـب بهحل آن 
  نهايي عبارت خواهد بود از: ODEدستگاه 

,
,, , , ,

1 1

, , , , , , , , , , ,i, j , ,i, j , ,i, j
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  از: اندعبارتمذكور  ODEيب دستگاه اكه ضر
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j
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)17(  

با اعمال خاصـيت تعامـد    Dو C، ضرايب )17(توجه به رابطه اب
 ODEبـه فـرم دسـتگاه     دقـت بـا  همچنـين  . انـد آمـده به دست 

Mبرابـر بـا    ODE يهـا معادلـه )، تعداد كـل  16(رابطه  N´ 
زيــرا ؛ ندهســتحــدود بــالاي ســيگما  Nو  Mخواهــد بــود كــه 

بايستي بـا توجـه بـه دقـت      يادشده ODEحل دستگاه  منظوربه
در نظـر   ODE يهامعادلهموردنظر براي حل، تعداد متناهي از 

اســت كــه محــدوده انتخــاب  يــادآوريگرفتــه شــود. لازم بــه 
  .است  Nو از يك تا  M  از يك تابه ترتيب   jو  i يهاسياند

را بـا   )7(معادله بايستي شرط اوليه  ODEه احل دستگ منظوربه
 درآورد. شـده ليتبـد فـرم   بـه  GITTاستفاده از تبديل مستقيم 

عبـارت   ODEحل دستگاه  منظوربه هشرط اولي شدهليتبدفرم 
  است از:

)18(  
, ,

0 0

( , , 0) ( , ) ( , ;0)

(0) ( , , 0) ( , )
W L

i j i j

U x y f x y F x y

U U x y x y dxdy

= -

= Wò ò   

تبـديل يافتـه، پاسـخ دسـتگاه      اوليـه با تعيين شرط  بيترتنيابه
ODE  پاسـخ  عددي تعيـين شـد   يهاروشنهايي با استفاده از .

,حاصله به تعيين مقادير  ODEدستگاه  ( )m nU t  شوديممنجر. 
، )12(بـا اعمـال معكـوس تبـديل انتگرالـي از رابطـه        تيدرنها

( , , )U x y t .تعيين خواهد شد  
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. ( )sin cos
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پاسخ معادله ، Fو با توجه به مقدار تابع  Uتعيين با  بيترتنيابه
برابـر خواهـد    شدهمشخصشرايط مرزي و شرط اوليه  در) 2(

  بود از:

)20(  
,

1 1

2
( , , ) ( )

2 1 1
. ( )sin cos

2

M N

m n

m n

c x y t g t
LW
m n

U t x y
L W

p p
= =

= +
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,كــه  ( )m nU t ز حــل دســتگاه اODE  ــه دســت 16(رابطــه ) ب
يج حاصـله از حـل تحليلـي معادلـه     ادر ادامـه نت ـ  خواهد آمـد. 

ADRE  تـابع ورودي بـا   شرط اوليه و شرط مـرزي بـا   به ازاي
و  شدهارائه هاي مناسب كانتوردر قالب ني دلخواه، الگوي زما

ستفاده از با ا دوبعديدر حالت ة بالا نتايج با حل تحليلي معادل
  مقايسه خواهد شد. ،(GFM)روش تابع گرين

  يج و بحثانت .3
ستخراج نتايج از حل تحليلي پيشـنهادي، كدنويسـي   ا منظوربه

 بي ـترتني ـابـه انجام شد.  متلب افزارنرمحل مذكور در محيط 
 ODEلازم، ضرايب معادله  يهايوروددر ابتدا بعد از معرفي 

سپس بـا اسـتفاده    ؛محاسبه شده هاآننهايي و توابع ويژه و نرم 
مربــوط بــه تــابع  هو رابطــ GITTاز معكــوس تبــديل انتگرالــي 

ارزيـابي   منظـور بـه فيلتر، حل نهـايي بـه دسـت آمـد. در ادامـه      
معادله انتقال آلـودگي   دوبعديبراي فرم  شدهاستخراج حلراه

در دامنه محدود، در قالب دو مثال نتـايج حاصـله اسـتخراج و    
مقـدار غلظـت ورودي از مـرز    . در مثـال اول  انـد شـده مقايسه 

بارگـذاري جـرم    صـورت بـه بالادست برابر صفر و شرط اوليه 
خشك در امتداد عمق در يـك  آلاينده  دهمايك مشخصي از 
عـلاوه  در مثـال دوم   فته شد.در دامنه در نظر گر نقطه مشخص
شرط مـرزي  ، تخليه آني در يك نقطه صورتبهبر شرط اوليه 

بارگـذاري يـك مـاده آلاينـده بـا الگـوي        صورتبهبالادست 
در نظـر گرفتـه شـده و توزيـع و پخـش ابـر        نيـز  زماني نامنظم

شرط مـرزي و شـرط اوليـه در     زمانهم تأثيرآلودگي با لحاظ 
نتايج حاصـله بـا حـل تحليلـي      وقرار گرفته  يموردبررسدامنه 
نيمـه  دامنـه   در ADREمعادلـه   دوبعـدي شده بـراي فـرم    ارائه

. در ادامـه خصوصـيات   شد مقايسهبا روش تابع گرين  محدود
  .شوديمجريان براي هر دو مثال به تفكيك بيان و نتايج ارائه 

تخليـه ناگهـاني جـرم     صـورت بهشرط اوليه ل اول: امث .1-3
  آلاينده در يك نقطه از دامنهماده معيني از 

بـا   آمـده دسـت بـه حل تحليلـي   ين مثال به بررسي عملكردادر 
بــه ازاي غلظــت ناشــي از شــرط اوليــه در دامنــه   GITTروش 

 صـورت بـه . در اين مثال شرط اوليـه  شوديمپرداخته  دوبعدي
 يانقطهتخليه جرم مشخصي از ماده آلاينده در واحد عمق در 

با مختصـات معـين در دامنـه در نظـر گرفتـه شـده اسـت. فـرم         
  اوليه عبارت است از: شرطبهرياضي تابع مربوط 

)21(  
0 0

( , , 0) ( ) ( )c x y M x x y yd d= - - 

0x  0وy مربوط به محل تخليه آلاينده در زمان  نياموقعيت مك
t=0  هستند. مقدار جرم در واحد عمق(M)    در اين مثـال برابـر
ورودي  منبـع موقعيت مكاني  متر لحاظ شده است. برتن  يك

  نشان داده شده است. 2در دامنه در شكل 

  
شماتيك مربوط به موقعيت مكاني غلظت ورودي از شرط  شكل .2 شكل
  اوليه

 دير پارامترهاي مربوط به جريان و انتقـال آلاينـده  اهمچنين مق
  :اندشدهارائه  1در جدول  در اين مثال

  : مقادير مربوط به پارامترهاي جريان و انتقال آلاينده1جدول 
yD  

)/s2m( xD  
)/s2m(  

h  
(m) 

v 
(m/s) 

u  
(m/s) 

T  
(hr)  

W  
(km)  

L  
(km)  

1 10  5 1/0 3/0  10  4 8  

. اسـت عمـق   hسـازي اسـت و   ن شـبيه ازم كل T ،1در جدول 
در ايـن   شـده ارائـه اسـت كـه حـل تحليلـي      يـادآوري لازم به 

حـدود  م در دامنه نيمه شدهارائه دوبعديتحقيق با حل تحليلي 
 3. شــكل ]24 ،11[بــا روش تــابع گــرين مقايســه شــده اســت  

حـل اسـتخراج   كانتورهاي مربوط به مقايسه غلظت حاصـله از  
ــا روش  ــا روش و حـــل  GITTشـــده بـ در  GFMتحليلـــي بـ

را نشــان  در ميــدان ســرعت ســاعت 5/7و  6، 4، 2 يهــازمــان
ميـدان   بيـانگر ، خطوط بـرداري  گفته شدهشكل  طبق. دهديم
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 و GITT، خطوط رنگي نتـايج حاصـله از روش   برايندسرعت 
نتــايج حاصــله از روش  بيــانگرچــين خــط صــورتبــهخطــوط 

GFM .سمت چپ مسير حركت ابر آلـودگي   يهاشكل است
با گذشت زمان در كـل دامنـه را نشـان     هاآن باز شدنو ميزان 
شـكال سـمت چـپ    سمت راست متناظر بـا ا  يهاشكلداده و 

در  مقادير غلظـت در روي كانتورهـا   ترواضحنمايش  منظوربه
و نيز نمايش انطباق هـر دو   )مترمكعب(كيلوگرم بر  SIسيستم 

  .رونديمبه كار  GFMو  GITTحل تحليلي   راه

نشـان داده شـده اسـت، كانتورهـاي      3طور كه در شكل ناهم
بـر   كاملاً GFMو  GITTغلظت حاصله از هر دو حل تحليلي 

دهندة عملكرد مناسـب  يكديگر منطبق هستند كه اين امر نشان
است. لازم بـه بيـان اسـت كـه      GITTحل استخراجي با روش 

)2بستگيآماري ضريب هم مقدار شاخص )R   برابر با يـك و
)ميانگين خطاي نسبي )MRE درصد بـه دسـت    08/0برابر نيز

نيز بيـانگر انطبـاق كامـل     شدهمحاسبه يهاشاخصار آمد. مقد
  نتايج حاصل از هر دو حل تحليلي با يكديگر است.

 

  در ميدان سرعت به ازاي شرط مرزي صفر و شرط اوليه غيرصفر GFMبا حل تحليلي  GITTغلظت حاصله از حل تحليلي هاي كانتورمقايسه  :3 شكل
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 يهاروش ءجز GITTو  GFMكه هر دو روش با توجه به اين
ده استخراج حل معادلات ديفرانسيل بـو  برايتحليلي قدرتمند 

 دقيـق  يهـا حـل  هـا آنبـا اسـتفاده از    شدهاستخراج يهاحلو 
 يهـا حلبه لحاظ رياضي بايد نتايج حاصله از  بنابراين ؛دنهست

در شـرايط مشـابه بـراي يـك معادلـه بـا        شدهاستخراجتحليلي 
در  كـه  بر يكديگر منطبـق باشـند   قاًيدقاستفاده از هر دو روش 

 اسـت. بـرآورده شـده    كامـل  طـور بهحقيق نيز اين انتظار اين ت
ت ن محدوديمقدار خطاي نسبي نيز بسيار ناچيز بوده و علت آ

رقـم   16تا ( ياعشارافزار محاسباتي در اتخاذ تعداد ارقام   نرم
بــا دقــت در كانتورهــاي . اســتينــد محاســبات ااعشــار) در فر

ابـر   ،دريافـت كـه بـا گذشـت زمـان      تـوان يم، 3شكل غلظت 
پديـده پراكنـدگي در جهـت     تـأثير در دامنه به علت  آلودگي

در جهـت   هـا آنشده و ميزان بازشدگي  بازترطولي و عرضي 
 ،به علت بيشتر بودن ضريب پراكندگي در جهـت طـول  طولي 

گراديـان غلظـت بـا گذشـت زمـان       بي ـترتني ـابـه بيشتر است 
 5/7سـاعت تـا    2. همچنين با گذشت زمـان از  ابدييمكاهش 

متحدالمركز در  يهايضيب صورتبه، 3ساعت مطابق با شكل 
مســتهلك منــه حركــت كــرده و در دا براينــدســرعت جهــت 

  .شوديم

يـك تـابع    صـورت بـه مـرزي ورودي   شرط ل دوم:امث. 2-3
  زماني نامنظم

ين مثال شرط مرزي با الگوي زماني نـامنظم و دلخـواه در   ادر 
ضـابطه مشخصـي    هـيچ  گـر يدعبـارت به نظر گرفته شده است.

ــابع  ــراي ت ــدارد. g(t)ب ــن  وجــود ن ــه اي ــا توجــه ب غالــب  كــهب

نسـبت بـه    يدامنه دوبعدمربوط به غلظت در  يهايريگاندازه
در اين تحقيق شرط مـرزي بالادسـت    است؛ پسپارامتر زمان 

عـلاوه بـر شـرط     فقط تابعي از زمان در نظر گرفته شده اسـت. 
 صـورت بهمثال شرط اوليه نيز مشابه با مثال اول  نمرزي، در اي

تخليه ناگهاني جرم معيني از ماده آلاينده در مكـان مشخصـي   
 مسـئله بنـابراين هـدف ايـن    ؛ در دامنه در نظر گرفته شده است

تعيـين  از طريـق   GITTحل تحليلـي بـا روش    عملكردبررسي 
ورودي از  منبـع  زمـان هـم كانتورهاي غلظت بـه ازاي فعاليـت   

ظم از شرط اوليه و نيـز غلظـت ورودي بـا الگـوي زمـاني نـامن      
و مقايسـه   دوبعـدي شرط مرزي بالادست در دامنـه در حالـت   

جريـان و   طيشـرا  .باشـد يم ـ GFMآن با حل تحليلي با روش 
همانند مقادير پارامترهاي مربوط به جريان و انتقال آلاينده نيز 

مقدار جرم آلاينده ورودي از  است. 1جدول  طبقمثال اول و 
تـن بـر متـر بـوده و محـل       4/1شرط اوليه در اين مثال برابر بـا  

متري از ابتداي دامنه در جهـت طـولي و    100تخليه در فاصله 
نمـودار   متري از ابتداي دامنه در جهت عرضي قرار دارد. 200

  عبارت است از:نيز الگوي زماني آلاينده ورودي از مرز 

  
الگـوي زمـاني بارگـذاري نـامنظم بـراي آلاينـده ورودي از مـرز         :4شكل 
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  مرزي ورودي با الگوي زماني نامنظم، به ازاي شرط GFMو روش  GITTهاي غلظت حاصله از حل با روش كانتورمقايسه  .5 شكل

غلظت حاصـله از حـل تحليلـي بـا     هاي كانتورصورت يج بهانت
، 2 يهازماندر ميدان سرعت در  GFMو روش  GITTروش 

 طــوربــهنشــان داده شــده اســت.  5ســاعت در شــكل  7و  6، 4
، خطـوط كـانتور   براينـد مشابه، بردارها بيـانگر ميـدان سـرعت    
و خطـوط كـانتور    GITTرنگي بيانگر حـل تحليلـي بـه روش    

  هستند.GFM بيانگر حل تحليلي با روش  نيچخط

بـا  غلظت حاصله از حل تحليلـي   هايكانتور ،5بق با شكل امط
به ازاي تابع ورودي شرط مـرزي   GFMو روش  GITTروش 

بـر يكـديگر    كـاملاً  ،با شرط اوليه توأمبا الگوي زماني نامنظم 
مقدار شـاخص آمـاري ضـريب    در اين مثال نيز ند. منطبق هست

)2بستگيهم )R برابر با يك و ميانگين خطاي نسبي( )MRE 
درصد به دست آمـد كـه انطبـاق كامـل نتـايج را       1/0برابر نيز 

حـل تحليلـي پيشـنهادي در مـدل      بي ـترتني ـابه. دهديمنشان 
كردن غلظت ناشي از شرط مرزي نامنظم به همراه شرط اوليـه  

داشته است. در  موفقيعملكرد  موفق بوده و دوبعديدر دامنه 
) جـرم معينـي از   100و  200زمان صفر در نقطه با مختصـات ( 

ثانيـه (مطـابق    1800آلاينده تخليه شده و با گذشـت زمـان تـا    
) تنها غلظت ناشي از شرط اوليه در دامنه وجود داشـته  4شكل 

عامــل پراكنــدگي در جهــات طــولي و  تــأثيراســت كــه تحــت
عرضي در دامنه پخش شده و كانتورهاي غلظـت ناشـي از آن   

. بـا گذشـت   كننـد يم ـحركـت   براينـد در جهت بردار سرعت 
 2در زمـان   5 و 4شـكل  مطـابق بـا   ثانيه به بعـد،   1800زمان از 
غلظت ورودي از شرط مرزي با الگوي زماني نـامنظم  ساعت، 

خطوط كانتور مستقيم تا قبـل از   ورتصبهدامنه شده كه وارد 
 .شـوند يم ـرسيدن به غلظت ناشي از شرط اوليه در دامنه ديده 

خطـوط   صورتبهكه  5شكل جلويي خطوط كانتور در  ةجبه
كه بـا گذشـت    استناشي از غلظت شرط اوليه   ،استمنحني 

در دامنـه   براينـد ساعت در جهت بـردار   7ساعت تا  2زمان از 
پديـده پراكنـدگي    تـأثير حركت كـرده و از شـدت آن تحـت   

. به دنبـال آن بـا گذشـت زمـان مقـادير غلظـت       شوديمكاسته 
ورودي از شرط مرزي بالادسـت بـا الگـوي زمـاني مطـابق بـا       

متفـاوت وارد دامنـه    يهـا زمـان در  با شدت و ضـعف  4شكل 
دسـت بـه   كه تابع ورودي از مرز بالاكه با توجه به اين شوديم

تنها تابعي از زمـان در نظـر    يبردارنمونه يهاتيمحدودعلت 
كانتورهــاي حاصــله از شــرط مــرزي   پــس، شــوديمــگرفتــه 

كه بـا   شوديمخطوط مستقيم در جهت عرض ديده  صورتبه
نهايـت از مـرز   در و شوديمگذشت زمان در دامنه دچار زوال 

 حـل مقايسـه  صـحت  در رابطـه بـا   . شـود يم دست خارجپايين
بايسـتي ابتـدا عـدد     ،محـدود  مـه يندر دامنه محـدود و   تحليلي

پكلـت عبـارت    بعـد يب ـمعرفي شود. عـدد   (Pe)پكلت  بعديب
ضـرب سـرعت در طـول مشخصـه تقسـيم بـر       است از حاصـل 

)ضــريب پراكنــدگي  )/Pe VL D= . ــا تحقيقــات مطــابق ب
60Peبه ازاي شدهانجام تحليلـي در دامنـه    يهـا حلنتايج  <

و بــه ازاي  شــونديمــمحــدود و نيمــه محــدود بــر هــم منطبــق 
20Pe دست، غلظت حاصله از حل ، به علت اثر مرز پايين>

در نزديكــي مــرز خروجــي از  خصــوصبــهدر دامنــه محــدود 
بيشــتر  نيمــه محــدودمقــادير غلظــت حاصــله از حــل در دامنــه 

و مجـاري   هـا رودخانـه با توجه به اين كـه در   ]25[ خواهد بود
 عـدد  در مقايسـه بـا ضـريب پراكنـدگي    مشخصـه   طولروباز، 
60Peبنابراين ،بزرگي استبسيار  همچنـين   خواهـد بـود.   <
تحليلـي اسـتخراج شـده در     يهاحلكه  اندداشتهبيان ن امحقق
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اختصاصي براي تحليل انتقال آلاينـده در   طوربهدامنه محدود 
 ازنظـر مناسـب بـوده (   ،مواردي كه ضريب پخـش زيـاد باشـد   

همگرايي و هزينه محاسباتي) و در مواردي كه ضريب پخـش  
. شـود يمپيشنهاد  محدود مهينكم است، حل تحليلي در دامنه 

]25،13، 26[ .  

  گيرينتيجه .4
معادلـه انتقـال    دوبعـدي ين تحقيـق حـل تحليلـي صـورت     ادر 

يب پراكنــدگي و ســرعت در هــر دو اآلــودگي بــا لحــاظ ضــر
شــرط مــرزي نــاهمگن  شــرط اوليــه و ، بــه ازايyو  xجهــت 

در دامنـه محـدود در    نـامنظم تابع بـا الگـوي زمـاني     صورتبه
تبديل انتگرالي تعميم يافتـه تعيـين    روشبا استفاده از  رودخانه

ضـريب   آلودگي اعـم از سـرعت و   شد. ضرايب معادله انتقال
ارزيابي  منظوربه. پخش در اين تحقيق ثابت در نظر گرفته شد

با حل  در قالب دو مثال كاربردي مجزا، حل حاصله، نتايج آن
نيمه در دامنه  دوبعديدر حالت  تحليلي معادله انتقال آلودگي

 در مثال اولبا استفاده از روش تابع گرين مقايسه شد.  محدود
 صـورت بـه مرزي صفر و شـرط اوليـه    از شرطورودي  غلظت

تخليه جرم معينـي از مـاده آلاينـده خشـك در يـك نقطـه بـا        
مختصات معلوم در دامنه در نظر گرفته شد و نتايج حاصـله از  

مقايسـه   GFMحل تحليلي پيشنهادي با حل تحليلـي بـا روش   
بررسي و ارزيابي عملكـرد حـل    منظوربهشد. در مثال دوم نيز 

 صـورت بهپيشنهادي شرط اوليه مشابه مثال اول و شرط مرزي 
يك تابع ورودي با الگوي زماني نامنظم در نظر گرفته شـده و  

شرط اوليه و شرط مرزي ورودي نامنظم، با اسـتفاده   توأم تأثير
در قالـب كانتورهـاي غلظـت     GFMاز حل پيشنهادي و روش 

در هر دو مثال نتايج حاصـل از  وت ارائه شد. متفا يهازماندر 
 GFMتحليلـي بـا روش   و حـل   GITTپيشنهادي با روش حل 
آماري  . همچنين مقدار شاخصبر يكديگر منطبق بودند كاملاً

)2بستگيضريب هم )R    برابر با يك و ميـانگين خطـاي نسـبي
( )MRE  ــز ــدود ني ــدار     1/0ح ــد. مق ــت آم ــه دس ــد ب درص
انطباق كامل نتايج حاصـل   بيانگرنيز  شدهمحاسبه يهاشاخص

تحليلي حاصـله   حل .باشديماز هر دو حل تحليلي با يكديگر 
پذيري در اتخاذ الگوهاي زمـاني دلخـواه تـابع    به دليل انعطاف

قابليـت كـاربرد   و شـرط اوليـه،    غلظت ورودي از شرط مرزي

عددي و حتـي كـاربرد    يهاحلانواع سنجي   صحت منظوربه
پيشـنهادي   تحليلـي  حـل با استفاده از  .ددر موارد واقعي را دار

 از وضعيت توزيع و انتشار آلودگي در ياهياول نيتخم توانيم
تعيــين  منظــوربــهو  داشــت دوبعــديدامنــه  مســائل پيچيــده در

بهـره  از آن سـازي  بهينـه ينـد  افرپارامترهاي انتقال آلودگي در 
پيچيــدگي رونــد اســتخراج حــل بــا اســتفاده از روش  .جســت

بـالا بـودن   نيز و آن  يسينوبرنامهو تبديل انتگرالي تعميم يافته 
 علـت  به حل تحليلي يهاروشنسبت به ساير  هزينه محاسباتي

 ODEو حــل دســتگاه نامتنــاهي  يهــايســرهمگرايــي  مســئله
ــن روش جــزو   ــن روش در  يهــاتيمحــدودموجــود در اي اي

در رابطه با تفـاوت حـل در دامنـه     .استاستخراج حل تحليلي 
توســط  شــدهانجــامق تحقيقــات مطــاب نيمــه محــدودمحــدود و 

حـل در دامنـه    ،60از  تـر بزرگبه ازاي اعداد پكلت  ن،امحقق
بر يكديگر منطبق خواهند بود. همچنين  نيمه محدودمحدود و 

 تـوان يم ـتحليلي در دامنه محدود  يهاحلدر رابطه با كاربرد 
گفت كه در شرايطي كه ضريب پخـش در دامنـه زيـاد باشـد     

همگرايـي و   ازنظـر  در دامنـه محـدود   استفاده از حـل تحليلـي  
  .محدوداست مهيناز حل در دامنه  ترصرفهبههزينه محاسباتي 
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